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Perché le costruzioni riga e compasso?
Considerazioni nate durante la sperimentazione delle attività
proposte nel progetto "Argomentare e dimostrare"[1]
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Analisi del lavoro degli studenti
St: Prof, ma come facciamo a sapere che effettivamente la costruzione

sia corretta? Non ne possiamo avere la certezza a meno che. . .

DU: Anche qui l’osservazione è molto opportuna, anche se non è chiaro
cosa si intenda per costruzione. Nel contesto della geometria
euclidea una costruzione è una successione di istruzioni per
realizzare una figura con riga e compasso. Qui sembra si faccia
riferimento a “spostamenti”. Le figure ottenute con questi
spostamenti si possono costruire con riga o compasso o si è in
presenza di una diversa nozione di costruzione? Per esempio, come
costruisco con riga e compasso l’immagine di una figura che traslo
da un punto A a un punto B?

DC: interessante questa riflessione sulla costruzione, noto che c’è molta
confusione sulle costruzioni (credo a causa della poca attenzione che
ho deciso di dare alle costruzioni).
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La lettura di Euclide

Agli alunni é stato chiesto, divisi in gruppi, di riscrivere
la dimostrazione precedentemente assegnata utilizzando
le proposizioni del primo libro degli Elementi di Eucli-
de, rimanendo fedeli al linguaggio utilizzato da Frajese
nell’edizione UTET[4].
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Il lavoro degli studenti
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Il lavoro degli studenti
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Le costruzioni degli Elementi di Euclide con
Geogebra

Geogebra dà la possibilità di costruire strumenti personalizzati; questo consente
di poter costruire in modo autonomo gli strumenti che corrispondono alle
costruzioni presenti nelle proposizioni degli Elementi di Euclide.
Primo passo: personalizzare gli strumenti Geogebra. Lasciamo solamente i
seguenti strumenti:

Stumenti Postulato Αἰτήματα

Segmento I. Si possa condurre una
linea retta da un punto
ad ogni altro punto

᾿Εφ’ οὗδήποτε σημείου
ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐ-

θεῖαν γραμμὴν ἄγειν.
Retta II. Una retta terminata

si possa prolungare con-
tinuamente in linea ret-
ta

Καὶ πεπερασμένην εὐ-

θεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς

ἐπ’ εὐθείας ἐκβαλεῖν.

Circonferenza III. Si possa descrivere
un cerchio con qualsiasi
centro ed ogni distanza

Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ

διαστήματι κύκλον

γράφεσθαι
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Le richieste fatte agli studenti
Il trasporto del segmento 1 Costruisci un segmento CD che sia congruente al
segmento AB. Potete usare qualsiasi comando vogliate. Prova a farlo nella
finestra GeoGebra "Trasporto del segmento 1".
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Il trasporto di un segmento: risposte degli
studenti
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Stessa richiesta senza strumenti
Costruire un triangolo equilatero
Costruisci, se possibile, nella finestra GeoGebra "Costruisci il triangolo
equilatero", il triangolo equilatero di lato assegnato usando solo gli strumenti
disponibili.
Trasporto del segmento 2
Ora, costruisci un segmento CD che sia congruente al segmento AB usando
solo gli strumenti a disposizione nella finestra GeoGebra che segue.
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La prima costruzione
Su una retta terminata costruire un triangolo equilatero.

1. Crea un nuovo strumento.
2. Inserisci oggetti iniziali.
3. Inserisci oggetti finali.
4. Inserisci il nome dello strumento, la guida per utilizzarlo, l’icona per il

nuovo strumento
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Il trasporto di un segmento: la proposizione II
degli Elementi di Euclide

Sia dato il punto A e il segmento BC . Si deve costruire con un estremo in A
una retta uguale a BC

A.Brigaglia, M.A. Raspanti, e E. Rogora. L’uso di un software di geometria
dinamica nella formazione dei futuri insegnanti[2].
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Perché il pentagono?
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Costruzione del pentagono regolare inscritto
La Proposizione IV,11 richiede molti passi costruttivi.
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La costruzione del pentagono regolare inscritto

Costruzione Pentagono
Foglio per costruzione con strumenti
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https://drive.google.com/file/d/1Kdb4EQivm8CeSV595OOek2ni8dL24Q2h/view?usp=sharing
https://www.geogebra.org/m/m5vtcz8z


La costruzione del Pentadecagono
Pentadecagono poligono regolare a 15 lati

Foglio Costruzione Pentadecagono
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https://www.geogebra.org/classic/hu4wuhyj


Materiali

Classe Proposizione II,11
Esempio di attività.
Alcuni problemi Problemi Flatlandia
Elementi di Euclide Libri I-VI[3]
Elementi di Euclide libi XI-XIII (pag. 267 costruzione
pentagono di Tolomeo)
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https://www.geogebra.org/classroom/uxtu3qdp
https://docs.google.com/document/d/1hhMq8g-L4rqTh2CTGIaRzxuF8IYLjQCrNKTS9AJt0wU/edit?usp=sharing
http://dm.unife.it/fardiconto/flatlandia/
https://www.federigoenriques.org/wp-content/uploads/opere/pdf/GM_Enriques_1925_3.pdf
https://www.federigoenriques.org/wp-content/uploads/opere/pdf/GM_Enriques_1935_8.pdf


Un esempio dall’attività sul pentagono

Proposizione II.11

Dividere una retta data in modo che il rettangolo compreso da
tutta la retta e da una delle parti sia uguale al quadrato della
parte rimanente. Sia AB la retta data; si deve dunque dividere
AB in modo che il rettangolo compreso da tutta la retta e da
una delle parti sia uguale al quadrato della parte rimanente.
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Fare la costruzione
Costruzione
Infatti, si descriva su AB il quadrato ABDC (I.46 proposizione in cui Euclide
costruisce il quadrato), si divida AC per metà (I.10: costruzione del punto
medio) e si tracci la congiungente BE ; si prolunghi CA oltre A, e sul
prolungamento si ponga EF uguale a BE( post III :circonferenza avente centro
e passante per un punto), su AF si descriva il quadrato AFGH, e si prolunghi
GH oltre H sino a K : dico che AB è stata divisa nel punto H in modo che il
rettangolo compreso da AB, BH risulti uguale al quadrato AH.

7 febbraio 2025 Poligoni 20



Ricostruire la dimostrazione attraverso
l’osservazione delle figure

Osserva le figure: q(BE) = ... e q(EF ) = ... essendo q(EF ) = q(BE) avremo
che r(CF ,FG) e q(AB)...
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Ricostruire la dimostrazione attraverso
l’osservazione delle figure

Dalla figura emerge che r(AB,BH) e q(AH) sono... Seguendo le osservazioni
precedenti prova a riscrivere la dimostrazione della proposizione II,11.
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Una nuova domanda

Quali sono i poligoni regolari iscrivibili in una
circonferenza con riga e compasso?
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Problema della ciclotomia
Il problema della costruzione del poligono regolare di n lati, ovvero il problema
della ciclotomia, cioè la divisione della circonferenza in n parti uguali, è
equivalente alla risoluzione in Z dell’equazione X n = 1 (equazione ciclotomica).
É merito di Gauss (1777-1855) l’aver dimostrato che tale equazione è risolubile
per radicali quadratici ( quindi è possibile costruire con riga e compasso il
poligono regolare di n lati ) se e solo se n è un numero nella forma:

n = 2µ · (2k + 1) · (2l + 1)...(2m + 1)

con µ ≥ 0 e i fattori parentesi numeri primi tutti diversi. Osserviamo che
affinché un numero della forma 2k + 1 sia primo, è necessario che k sia una
potenza di due. I numeri della forma 2(2h) + 1 sono detti primi di Fermat
(3,5,17,257,65537).[5]
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Equazione ciclotomica x5 = 1
Scegliamo ζ = e

2πi
5 soluzione dell’equazione ciclotomica x5 = 1 allora le

soluzioni diverse dall’unità si possono scrivere in questo modo:

ζ, ζ2, ζ3, ζ4

Essendo ζ radice dell’equazione ciclotomica avremo che essendo:

x5 − 1 = 0 → x5 − 1
x − 1

= x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0 (1)

quindi si ha per 1
ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ = −1 (2)

Accoppiamo le radici in questo modo

ζ2 + ζ3 = α (3)

ζ + ζ4 = β (4)
Pertanto per 2 avremo

α+ β = −1 (5)
Invece possiamo calcolare

α · β = (ζ2 + ζ3)(ζ + ζ4) = ζ3 + ζ4 + ζ + ζ2 = −1 (6)
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Risoluzione x5 = 1 e costruzione pentagono(1)

Essendo α + β = −1 e α · β =
−1 possiamo trovare α e β risolvendo
l’equazione di secondo grado.

x2 + x − 1 = 0 (7)

cioè risolvere graficamente il seguente
sistema{

x2 + y2 + x − 1 = 0
y = 0
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Risoluzione x5 = 1 e costruzione pentagono(2)
Quindi da 4 cioè ζ + ζ4 = β
moltiplicando tutto per ζ si avrà:

1 + ζ2 = βζ → ζ2 − βζ + 1 = 0 (8)

Risolvendo questa equazione trovere-
mo la soluzione

ζ =
β

2
+ i

√
−β2 + 4

2
(9)

quindi ζ è un numero complesso che ha
come parte reale β

2 e come parte im-

maginaria
√

1 −
(
β
2

)2
. Graficamente i

punti ζ e ζ2 sono le intersezioni della
retta parallela all’asse y per β

2 con la
circonferenza unitaria.
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Il pentagono regolare
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Eptadecagono x17 = 1
Costruzione eptadecagono
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https://drive.google.com/file/d/1x_10x4AWfvhoPMxTWJLRWQZYsIK6oYB2/view?usp=sharing


I poligoni regolari nella città
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Riprodurre le porte di Trastevere
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Alcune Chiese
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Chiese nascoste
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Uno dei rosoni di Santa Maria della Minerva
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Riprodurre i Rosoni

1. Circoscrivo al cerchio contenente
l’immagine di Maria un dodecagono.

2. Costruisco la seconda circonferenza
con raggio triplo del raggio della
circonferenza iniziale

3. Costruisco le circonferenze contenenti
l’Angelo e inscrivo al loro interno un
pentagono.

4. Costruisco le circonferenze contenenti
i Santi.
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La costruzione di uno spicchio del rosone
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Quasi il rosone
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Riguardare le foto delle vacanze: Duomo di
Monreale
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Altri poligoni non costruibili riga e compasso

Figura: 7 parti Figura: 18 parti
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La trisezione dell’angolo
1. Dato l’angolo di vertice A traccio

la circonferenza di centro A e
raggio AB individuo ∠(BAD);

2. Considero il punto H sulla
circonferenza tracciata
precedentemente e traccio la retta
DH che incontra il prolungamento
di BC in un punto G ;

3. Traccio la circonferenza di centro
H passante per A che incontra il
prolungamento di BC in E .

4. Muovo H in modo che G coincida
con E .

5. L’angolo ∠(HEA) è 1
3 dell’angolo

∠(BAD)

Trisezione
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https://www.geogebra.org/classic/f7wjubw9


La trisezione dell’angolo e l’ennagono regolare
inscritto

Costruzione Ennagono
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https://www.geogebra.org/classic/qfqhkej7


La trisezione dell’angolo e l’ettagono regolare
Per costruire l’ettagono regolare dobbiamo costruire un triangolo isoscele che
ha gli angoli alla base tripli dell’angolo al vertice.

1. Circonferenza di centro A e passante per B (C1), retta AB che individua
il diametro AC .

2. Considero su AC il punto D tale che AD = 1
3AB.

3. Circonferenza di centro C passante per A (C2) che incontra (C1) in E

4. Traccio DE e per A la parallela a DE che incontra (C1) in F .

5. Prendo un punto H su (C1) che incontra il prolungamento di AB dalla
parte di B in G

6. Traccio la circonferenza di centro H passante per A (C3) che incontra il
prolungamento di BC in L.

7. Sposto H in maniera che G coincida con L.

8. Traccio per E la parallela ad FH che incontra il prolungamento di BC in I

9. Traccio l’asse di AI che incontra la circonferenza (C1) in M

10. Il triangolo AHM ha gli angoli alla base tripli dell’angolo al vertice.
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La costruzione dell’ettagono regolare

EttagonoRegolare
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Viète 1540-1603

https://www.geogebra.org/classic/xeszmnds


L’ettagono regolare nel cerchione dell’auto
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Il pavimento e l’ennagono
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L’equazione ciclotomica z9 − 1 = 0
La costruzione dell’ennagono regolare corrisponde alla risoluzione dell’equazione
z9 − 1 = 0 che corrisponde a:

z9 − 1 = (z3 − 1)(z6 + z3 + 1) = 0 (10)

z3 − 1 = 0 sono i tre vertici del triangolo equilatero. e ponendo x = z3 10
diventa:

x2 + x + 1 = 0 (11)
Dette x1 e x2 le soluzioni avremo che z1 = 3

√
x1 e z2 = 3

√
x2
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L’ettagono regolare: z7 = 1
Si tratta di costruire le soluzioni dell’equazione

z7 − 1 = 0 → z7 − 1
z − 1

= z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0 (12)

Riscriviamo 12 come(
z +

1
z

)3

− 2
(
z +

1
z

)2

+

(
z +

1
z

)
− 1 = 0 (13)

Applico la sostituzione w = z + 1
z
. L’equazione 13 diventa

w3 + w2 − 2w − 1 = 0 (14)

Applico la sostituzione per eliminare il termine di grado 2

w = y − 1
3
→ y3 − 7

3
y − 7

27
= 0 (15)

A questo punto si esprime y = u + v con u e v che soddisfano le seguenti
equazioni: u3 + v3 = 7

27 e u3 · v3 =
( 7

9

)3 Quindi risolvendo l’equazione di
secondo grado x2 − 7

27x +
( 7

9

)3
= 0 si possono ottenere u3, v3 e di

conseguenza similmente a quanto fatto per l’ennagono y = 3
√
u + 3

√
v
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Altri poligoni e altre equazioni ciclotomiche

z11 −1 = 0 → z11 − 1
z − 1

= z10 + z9 + z8 + z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z+1 = 0

Dividiamo per z5 e otteniamo con alcuni conti diventa:(
z +

1
z

)5

+

(
z +

1
z

)4

−4
(
z +

1
z

)3

−3
(
z +

1
z

)2

+3
(
z +

1
z

)
+1 = 0 (16)

da cui sostituendo x = z + 1
z

si ottiene l’equazione di quinto grado:

x5 + x4 − 43 − 3x2 + 3x + 1 = 0 (17)
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Che percorso proporre agli studenti?
1. Attività 1: un giro in città alla ricerca di poligono regolari;

2. Attività 2: poligoni regolari costruibili riga e compasso: le
costruzioni degli Elementi di Euclide e attività di
dimostrazione basata sull’osservazione della figura;

3. Attività 3: ricostruzione dei poligoni regolari fotografati e
nuove creazioni;

4. Attività 4: poligoni regolari non costruibili riga e
compasso e la trisezione dell’angolo;

5. si può riprendere il discorso quando si affrontano i numeri
complessi e proporre la costruzione del pentagono
mediante la risoluzione dell’equazione z5 = 1.
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Raccolta immagini

7 febbraio 2025 Poligoni 50



Riferimenti bibliografici (I)

Link
Trisezione Angolo
Vietae, Opera mathematica pag 242

[1] Francesco Bologna and Enrico Rogora. Matematica e insegnamento
interdisciplinare. Matematica, Cultura e Società (Bologna), 8(3), 2023.

[2] Aldo Brigaglia, Maria Anna Raspanti, and Enrico Rogora. L’uso di un
software di geometria dinamica nella formazione dei futuri insegnanti.
Matematica, Cultura e Società (Bologna), 6(1), 2021.

[3] Federigo Enriques. Gli elementi d’euclide e la critica antica e moderna. (No
Title), 1925.

[4] Euclides, Attilio Frajese, and Lamberto Maccioni. Gli elementi di Euclide.
Unione Tipografico-Editrice Torinese, 1970.

[5] Carl Friedrich Gauss. Disquisitiones arithmeticae auctore d. Carolo
Friderico Gauss. in commissis apud Gerh. Fleischer, jun., 1801.

7 febbraio 2025 Poligoni 51

https://www.matematica.it/tomasi/articoli/boll_21.pdf
https://archive.org/details/bub_gb_25iHrtJpy9oC/page/242/mode/2up

	Costruire con riga e compasso
	Il pentagono regolare
	Il pentadecagono
	Equazioni Ciclotomiche
	Alla ricerca di poligoni regolari
	Poligoni regolari non costruibili con riga e compasso
	Conclusioni
	Riferimenti bibliografici

