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Perché le costruzioni riga e compasso?

Considerazioni nate durante la sperimentazione delle attivita
proposte nel progetto "Argomentare e dimostrare”[1]
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Analisi del lavoro degli studenti

St:

DU:

DC:

Prof, ma come facciamo a sapere che effettivamente la costruzione
sia corretta? Non ne possiamo avere la certezza a meno che. ..

Anche qui I'osservazione é molto opportuna, anche se non € chiaro
cosa si intenda per costruzione. Nel contesto della geometria
euclidea una costruzione é una successione di istruzioni per
realizzare una figura con riga e compasso. Qui sembra si faccia
riferimento a “spostamenti”. Le figure ottenute con questi
spostamenti si possono costruire con riga 0 compasso o si € in
presenza di una diversa nozione di costruzione? Per esempio, come
costruisco con riga e compasso I'immagine di una figura che traslo
da un punto A a un punto B?

interessante questa riflessione sulla costruzione, noto che c'é molta
confusione sulle costruzioni (credo a causa della poca attenzione che
ho deciso di dare alle costruzioni).
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La lettura di Euclide

Agli alunni é stato chiesto, divisi in gruppi, di riscrivere
la dimostrazione precedentemente assegnata utilizzando
le proposizioni del primo libro degli Elementi di Eucli-
de, rimanendo fedeli al linguaggio utilizzato da Frajese
nell'edizione UTET][4].

-
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Il lavoro degli studenti

PROPOSIZIONE 4. (Secondo la strategia dimostrativa di Perigal)

Nei triangoli rettangoli il quadrato costruito sul lato opposto all’angolo
retto & uguale alla somma dei quadrati costruiti sui lati che comprendono

“angolo retto.

Sia ABC un triangolo rettangolo avente Pangolo BAC retto;

dico che il quadrato di BC ¢ uguale alla somma dei quadrati di BA ¢ AC.
Infatti si descrivano il quadrato BCIH su BC, ABGF su AB ¢ ACDE su
AC (L46).

Si traccino le diagonali (termine utilizzato nel commento di Frajese nella
1,34) AG ¢ BF del quadrato AG. La diagonale AG & uguale a BF (I,34.2)
¢ esse sono perpendicolari (DEE. X) tra loro (I,34.2). I punti che dividono
a meta (L,zo) le diagonali AG ¢ FB coincidono in | (EJ, JB appartengono
alla stessa retta (I,14) e AJ, JG appartengono alla stessa retta(id).

Quindi A, GJ, JF, JB sono uguali tra loro (Noz. Com. VI ovvero meta di
cose uguali sono uguali tra loro) ¢ le diagonali fungono anche da rette
che, cadendo sui lati opposti paralleli (DEF. XXIII ¢ XXILy) del
quadrato (DEF, XXIL), formano angoli alterni interni uguali (L,2s).

Si traccino poi due rette terminate passanti per J, di cui una ¢ parallela
(L,31) e Paltra perpendicolare (Ixr) al lato opposto allangolo retto del
triangolo ABC. Esse sono quindi anche perpendicolari (DEF. X) tra loro
e incontrano i lati del quadrato nei punti K, N, L, M.

Si individuino poi i quattro quadrilateri (DEF.XIX), formatasi dalle due
rette terminate appena tracciate ¢ dai lati del quadrato, i quali hanno
ciascuno due angoli retti (uno quello del quadrato, Paltro quello in J
formatosi dall’intersezione delle due rette terminate).

* Euclide nomencla con tutte ¢ 4 le leetere il quadrato sul lato opposto all’angolo retto mentre

con solo due lettere (owero quelle che si trovano in posizione opposta tra loro) i
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Si prendano poi in considerazione i triangoli FJM e NJB. Essi sono
uguali (1,26) poicht hanno FJ uguale a JB (I,34.2), angolo FJM uguale
allangolo NJ B (Lzs) e Pangolo JEM uguale allangolo JBN (I,zs).

Si applichi Lo stesso procedimento ai triangoli AKJ ¢ JLG, uguali tra loro
(I, 26).

Si noti allora che anche i triangoli NJB ¢ JLG sono uguali (I,26) poiché
JG @ uguale a JB, percht metd delle diagonali del quadrato (T,34.2),
Pangolo NBJ & uguale all’angolo JGL perché le diagonali sono bisettrici
(I34.1 ¢ I,34.2) ¢ Pangolo GJL 2 uguale alP’angolo BJN (Noz. Com. II1):
poiché sottraendo agli angoli retti MJL ¢ AJB, tra loro uguali (Postulato
1V), gli angoli uguali AJN e MJG (Lis) i resti saranno uguali. Di
conseguenza i triangoli AKJ, NBJ, JLG, FM] sono uguali tra loro (Noz.
Com. T).

Si pud poi dimostrare che i triangoli ANJ e JLB sono uguali (I, 8) poiché

AJ ¢ uguale a JB (I, 34.2), NJ @ uguale a JL (perch? lati corrispondenti di

triangoli uguali) per come fu dimostrato, AN ¢ uguale a LB (Noz. Com.

III): dato che AB uguale a BG (DEF. XXII) ¢ NB ¢ uguale a LG per la
" ) b

p tra questi sara uguale. Poiché
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Il lavoro degli studenti

o comprendons bingodo el

Sia ABC un triangolo Tettangolo avente I'angolo retto ABC; dico che 1l quadrato AC 8 uguale
alla somma def quadrati AB e BC. Dato un triangolo rettangolo ABC prolungo (L post. IT) 1l
1ato BA, sul suo prolungamento traccio un segmento AG parl a BC (L2 e 1.3), ora prolungo 1l
1ato BC, sul suo prolungamento traceio un segmento CR. pari a AB(L2 e L3). Traccio dal
vertice G una parallela al lato BR(L31) o dal vertice R una parallela al lato BG(L3L). Tl
to d'imeontro delle due parallele crea il quadrato BRGZ poiché ABC angolo 8 retto,
Tangolo BGZ & retto perché é contugato interno dells parallels GZ e BR con trasversale GB
perpendicolare & BR (1,29). Ripsto {1 procedimento per i restanti 2 angoli. Sul lato GZ
trasporto AB e CB andando & formare le rette GE e EZ; sul lato ZR trasporto AB e CB
andando a formare due rette ZD e RD (I, 2 ¢ L),
BRGZ ¢ equiangolo ¢ equilatero perché | lati 5010 uguali perché somme di coss uguali sono
‘uguale (nozions comune IT).

G E z

I quadrato ACDE ha 1 latt ED, EA, AC e DC uguall perché ipotenuse di triangoll
congruenti infatti: 1 tri GEA, 8 EZD 6 8 DOR. tuttiun
angolo rette perché GZRB ¢ un quadrato, O uguale ad AB, uguale a GE, uguale a ZD per
1o costruziont precedenti @ B uguale a GA, uguale a BZ, uguals a DR per le costruziont
precedenti (1.4)
EAC ¢ uguale a un angolo retto per la seguente dimostrazione: sottraendo allangolo BAG
Tangolo BAC a oui & stato sommate l'angolo GAR sl forma un angolo retto quindi di
conseguenza I'angolo EAC @ uguale & un angolo retto. Dopodichs ripeto il procedimento
Per tuttt gli altl angoll cioe: AGD, CDE e DEA. Grazie alle seguenti dimostrazioni si pud
dtmostrare che 1 quadrilatero ACDE @ un quadrato (L22) perché o equilatero o
equiangolo;

stamo dire che 1l quadrate GZBR & uguale a 4 triangoll ABC piu 1l quadrato
EDAC (nozione comune II)
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osteutsoo el uadeato GZT uns ot passasto per & paralea a B (1 51, aslo por
G una retta parallela a ZR (I, 51,

triangolo ABC perché angolo DAC & uguale allangolo BCA (I, 290 AJ pu.u.u aBRoon
trasversale AC), DCA & uguale allangolo CAB (1, 29 AJ parallela a BR con trasversale AC)
© AC & in comune (1, 26). Applico 1a stessa dimostrazione ai triangoli FZD o ZDJ per
dimostrarne luguaglianza.
ABC 3 uguale al triangolo FZD perché, FZR. & un parallelogrammo poiché ha FC parallelo
a ZR per costruzions e P2 parallelo a CR perché partl di G2 e BR che sono parallals tra
Ioro perché GZBR quadrato ed sssendo equilatero 8 anche un parallelogrammo, quindt
essendo AB uguals a CR per la prima costruzione sara uguale anche ad FZ (nozione
comune 1), stesso ragionamento per dimostrare che GAFD & un parallelogrammo, quindi
GA 8 uguale a FD ed essendo GA uguale a CB per Ia prima costruzions FD ¢ uguale a BG
(nnmm.w comune ), FZJ ¢ uguale allangolo ABC perché | quadrati sono equiangoli

lefinizione XXII), ZFD & uguale allangolo FZJ perché angoli corrispondentt delle rette

pn"nllala FD o 2J con trasversale FZ perpendicolare a ZJ (129), ZFD uguale allangolo
'ABC (nostone comune T) ABC & uguals al triangolo FZD (I, 4) che & uguale a ZDJ o a ADC
(nozione comune )

Sia RaD Doz 1l trlangolo D2 ha
per D a o all degn

‘angolt opposti od essendo aegu

ugusle a due rettt (1.32), Mangolo & retto. 1

CDJ, ADY, DOR, DFG, GAD;
L1010 ugusle T » H1nk AD) $ugusln 1D (aoriie e VI perchf rokingil

congruent
o gl angoll opposts congrusnt) (154 ncia 20 L definizione XXI), quindi  rettangolt
fss o thang amhblu‘ 1t g angoll Tett, o avendo

21ati consecutivi uguall
defintzione XXVI). GPAD éun munmn perchs e . mgnu mm savendo 21att
conseoutivi congruenti @ anche un quadrato (per la proprieta el lati del romboide T,
definizione XXVIN.
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Le costruzioni degli Elementi di Euclide con

Geogebra

Geogebra da la possibilita di costruire strumenti personalizzati; questo consente
di poter costruire in modo autonomo gli strumenti che corrispondono alle
costruzioni presenti nelle proposizioni degli Elementi di Euclide.

Primo passo: personalizzare gli strumenti Geogebra. Lasciamo solamente i

seguenti strumenti:

si possa prolungare con-
tinuamente in linea ret-
ta

Stumenti Postulato Aitipoto

Segmento I. Si possa condurre una | ’E¢’ obd7Mmote onueiov
linea retta da un punto | émi w&v omuelov €v-
ad ogni altro punto Belav ypoupunv &yeLv.

Retta Il. Una retta terminata | Kali memepoopévny gb-

Beloty kartd T6 ouvexic
¢’ e00eiog ékPaheiv.

Circonferenza

Il. Si possa descrivere

Kal movtl kévtpew kol

-

un cerchio con qualsiasi | SieoThuoTL KUKAOV
centro ed ogni distanza | ypdpeoBoun
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Le richieste fatte agli studenti

Il trasporto del segmento 1 Costruisci un segmento CD che sia congruente al

segmento AB. Potete usare qualsiasi comando vogliate. Prova a farlo nella
finestra GeoGebra "Trasporto del segmento 1".

Esercizio 5: Trasporto del segmento 1

Rl 20O 4N e

el

S

Q

-
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|l trasporto di un segmento: risposte degli

studenti

Le costruzioni degli studenti

TRASLAZIONE

PARALLELOGRAMMA

USO DELLO STRUMENTO DI MISURA

7 febbraio 2025
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Stessa richiesta senza strumenti

Costruire un triangolo equilatero

Costruisci, se possibile, nella finestra GeoGebra "Costruisci il triangolo
equilatero", il triangolo equilatero di lato assegnato usando solo gli strumenti
disponibili.

Trasporto del segmento 2

Ora, costruisci un segmento CD che sia congruente al segmento AB usando
solo gli strumenti a disposizione nella finestra GeoGebra che segue.

Blex om0 Q

Ll
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La prima costruzione

Su una retta terminata costruire un triangolo equilatero.

e s e m e

# Modiica

€ Racoolla Viste
# Visualizze
% Impostazion
% Struments
Personalizza barra degl strumen
Crea nuovo strumento

€

<

% Organizza strument
© Guda e commenti

Inserisci gli estremi del segmento costruire il triangolo equilatero

Crea un nuovo strumento.

Inserisci oggetti iniziali.
Inserisci oggetti finali.

o=

Inserisci il nome dello strumento, la guida per utilizzarlo, I'icona per il
nuovo strumento

7 febbraio 2025 Poligoni
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|l trasporto di un segmento: la proposizione |l
degli Elementi di Euclide

Sia dato il punto A e il segmento BC. Si deve costruire con un estremo in A
una retta uguale a BC

A.Brigaglia, M.A. Raspanti, e E. Rogora. L'uso di un software di geometria
dinamica nella formazione dei futuri insegnantif2].
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Perché il pentagono?

2ol

Sl

7o @
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Costruzione del pentagono regolare inscritto

La Proposizione IV,11 richiede molti passi costruttivi.

EEEEEEEE
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La costruzione del pentagono regolare inscritto

Costruzione Pentagono
Foglio per costruzione con strumenti

! o I 7 febbraio 2025 Poligoni
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https://drive.google.com/file/d/1Kdb4EQivm8CeSV595OOek2ni8dL24Q2h/view?usp=sharing
https://www.geogebra.org/m/m5vtcz8z

La costruzione del Pentadecagono

Pentadecagono poligono regolare a 15 lati

Foglio Costruzione Pentadecagono
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https://www.geogebra.org/classic/hu4wuhyj

Materiali

Classe Proposizione 11,11

Esempio di attivita.

Alcuni problemi Problemi Flatlandia

Elementi di Euclide Libri I-VI[3]

Elementi di Euclide libi XI-XIII (pag. 267 costruzione
pentagono di Tolomeo)

I & I 7 febbraio 2025 Poligoni
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https://www.geogebra.org/classroom/uxtu3qdp
https://docs.google.com/document/d/1hhMq8g-L4rqTh2CTGIaRzxuF8IYLjQCrNKTS9AJt0wU/edit?usp=sharing
http://dm.unife.it/fardiconto/flatlandia/
https://www.federigoenriques.org/wp-content/uploads/opere/pdf/GM_Enriques_1925_3.pdf
https://www.federigoenriques.org/wp-content/uploads/opere/pdf/GM_Enriques_1935_8.pdf

Un esempio dall’attivita sul pentagono

Proposizione 11.11

Dividere una retta data in modo che il rettangolo compreso da
tutta la retta e da una delle parti sia uguale al quadrato della
parte rimanente. Sia AB la retta data; si deve dunque dividere
AB in modo che il rettangolo compreso da tutta la retta e da
una delle parti sia uguale al quadrato della parte rimanente.

I | 7 febbraio 2025 Poligoni
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Fare la costruzione

Costruzione

Infatti, si descriva su AB il quadrato ABDC (1.46 proposizione in cui Euclide
costruisce il quadrato), si divida AC per meta (1.10: costruzione del punto
medio) e si tracci la congiungente BE; si prolunghi CA oltre A, e sul
prolungamento si ponga EF uguale a BE ( post Il :circonferenza avente centro
e passante per un punto), su AF si descriva il quadrato AFGH, e si prolunghi
GH oltre H sino a K: dico che AB é stata divisa nel punto H in modo che il
rettangolo compreso da AB, BH risulti uguale al quadrato AH.

Rlé w X200 4N =2+ Q=
" . L nlc/a &
A H B
E/
C K D
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Ricostruire la dimostrazione attraverso
|'osservazione delle figure

F G J
A B A ¥ &n
K M
E
E
o D
C >
C D /

Osserva le figure: q(BE) = ... e q(EF) = ... essendo q(EF) = gq(BE) avremo
che r(CF, FG) e q(AB)...

I & I 7 febbraio 2025 Poligoni
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Ricostruire la dimostrazione attraverso
|'osservazione delle figure

F G

Dalla figura emerge che r(AB, BH) e q(AH) sono... Seguendo le osservazioni
precedenti prova a riscrivere la dimostrazione della proposizione I1,11.

I G I 7 febbraio 2025 Poligoni
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Una nuova domanda

Quali sono i poligoni regolari iscrivibili in una
circonferenza con riga e compasso?

! o I 7 febbraio 2025 Poligoni
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Problema della ciclotomia

Il problema della costruzione del poligono regolare di n lati, ovvero il problema
della ciclotomia, cioé la divisione della circonferenza in n parti uguali, &
equivalente alla risoluzione in Z dell'equazione X" = 1 (equazione ciclotomica).
E merito di Gauss (1777-1855) I'aver dimostrato che tale equazione ¢ risolubile
per radicali quadratici ( quindi é possibile costruire con riga e compasso il
poligono regolare di n lati ) se e solo se n & un numero nella forma:

n=2".(2"+1).2'+1)..2" +1)
con 1 > 0 e i fattori parentesi numeri primi tutti diversi. Osserviamo che
affinché un numero della forma 2 + 1 sia primo, & necessario che k sia una

potenza di due. | numeri della forma 2" + 1 sono detti primi di Fermat
(3,5,17,257,65537).[5]

I | 7 febbraio 2025 Poligoni
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Equazione ciclotomica x° = 1

Scegliamo ¢ = es soluzione dell’equazione ciclotomica x®> = 1 allora le

soluzioni diverse dall’unita si possono scrivere in questo modo:
2 3 4
¢ ¢ ¢ ¢
Essendo ( radice dell’equazione ciclotomica avremo che essendo:

5 x®—1 4 3 2
x>—1=0— 1:x +x +x"+x+1=0
X —

quindi si ha per 1
FHCHC =1
Accoppiamo le radici in questo modo

C+i=a

(+¢*=p
Pertanto per 2 avremo

a+p=-1

Invece possiamo calcolare

a-B=C+)C+N)=C+C+ e+ =1

I | 7 febbraio 2025 Poligoni
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Risoluzione x° = 1 e costruzione pentagono(1)

ou=1
Essendo o + 8 = -1 e a- 8 =
—1 possiamo trovare « e 3 risolvendo
I'equazione di secondo grado.

X*+x—-1=0 (M) v
cioé risolvere graficamente il seguente ’
sistema

x4+y?4+x—-1=0
y=0

I & I 7 febbraio 2025 Poligoni 26



Risoluzione x> = 1 e costruzione pentagono(2)

Quindi da 4 cioe ¢ + ¢* = B
moltiplicando tutto per ( si avra:

1+ =80 = ¢ -p(+1=0 (8)

Risolvendo questa equazione trovere-
mo la soluzione

CZQH\/W ©

2 2

quindi ¢ & un numero complesso che ha
come parte reale g e come parte im-

maginaria y/1 — (g)z Graficamente i

punti ¢ e ¢ sono le intersezioni della
' B

rt_etta parallela aI.I asse y per 3 con la

circonferenza unitaria.
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Il pentagono regolare

! o I 7 febbraio 2025
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Eptadecagono x

Costruzione eptadecagono

17:1

7 febbraio 2025
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https://drive.google.com/file/d/1x_10x4AWfvhoPMxTWJLRWQZYsIK6oYB2/view?usp=sharing

| poligoni regolari nella citta

=/
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Riprodurre le porte di Trastevere
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Chiese nascoste

&3

Poligoni
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Uno dei rosoni di Santa Maria della Minerva

I | 7 febbraio 2025 Poligoni

34



Riprodurre i Rosoni

1. Circoscrivo al cerchio contenente
I'immagine di Maria un dodecagono.

2. Costruisco la seconda circonferenza
con raggio triplo del raggio della
circonferenza iniziale

3. Costruisco le circonferenze contenenti
I'Angelo e inscrivo al loro interno un
pentagono.

4. Costruisco le circonferenze contenenti
i Santi.

| | 7 febbraio 2025
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La costruzione di uno spicchio del rosone
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Quasi il rosone
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Riguardare le foto delle vacanze: Duomo di
Monreale

I'.; 3
18 .
7 febbraio 2025 Poligoni
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Altri poligoni non costruibili riga e compasso

Figura: 7 parti Figura: 18 parti

| | 7 febbraio 2025 Poligoni
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La trisezione dell’angolo

1. Dato I'angolo di vertice A traccio
la circonferenza di centro A e
raggio AB individuo Z(BAD);

2. Considero il punto H sulla
circonferenza tracciata
precedentemente e traccio la retta
DH che incontra il prolungamento
di BC in un punto G;

3. Traccio la circonferenza di centro
H passante per A che incontra il
prolungamento di BC in E.

4. Muovo H in modo che G coincida
con E. Trisezione

5. L'angolo Z(HEA) &
Z(BAD)

I | 7 febbraio 2025 Poligoni 40
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https://www.geogebra.org/classic/f7wjubw9

La trisezione dell’angolo e I'ennagono regolare
Inscritto

Costruzione Ennagono

! ro! | 7 febbraio 2025 Poligoni
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https://www.geogebra.org/classic/qfqhkej7

La trisezione dell’angolo e |'ettagono regolare

Per costruire I'ettagono regolare dobbiamo costruire un triangolo isoscele che
ha gli angoli alla base tripli dell’angolo al vertice.

1. Circonferenza di centro A e passante per B (C1), retta AB che individua
il diametro AC.

Considero su AC il punto D tale che AD = %AB.
Circonferenza di centro C passante per A (Cz) che incontra (C1) in E

Traccio DE e per A la parallela a DE che incontra (Cy) in F.

ok W

Prendo un punto H su (C1) che incontra il prolungamento di AB dalla
parte di Bin G

©

Traccio la circonferenza di centro H passante per A (C3) che incontra il
prolungamento di BC in L.

Sposto H in maniera che G coincida con L.

Traccio per E la parallela ad FH che incontra il prolungamento di BC in /

© o N

Traccio I'asse di Al che incontra la circonferenza (C1) in M

10. 1l triangolo AHM ha gli angoli alla base tripli dell’angolo al vertice.

| | 7 febbraio 2025 Poligoni



La costruzione dell’ettagono regolare

EttagonoRegolare
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https://www.geogebra.org/classic/xeszmnds

| 'ettagono regolare nel cerchione dell’auto
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Il pavimento e I'ennagono
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1 . . . 9
L 'equazione ciclotomica z7 — 1 =0
La costruzione dell’ennagono regolare corrisponde alla risoluzione dell'equazione
2% — 1 = 0 che corrisponde a:
Z-1=2-1):+2+1)=0 (10)
z% —1 =0 sono i tre vertici del triangolo equilatero. e ponendo x = z> 10
diventa:
X +x+1=0 (11)
Dette x; € x2 le soluzioni avremo che z1 = ¥/x1 e z2 = I/x2
) ox, (—%VT?) 0B(1,0)

' =0X, = 2" = 0X,- 0B*
1s

OB:x=ux:y=y:0X
X, Xs OB-y=1*
OXy-x =y
© ~ \os X X1 y
— 04° = 0X, — 0A = J/OX,
O X

B s E— 3 s 2 25 3 E5

15
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L'ettagono regolare: z" =1
Si tratta di costruire le soluzioni dell’equazione
7

7 z'—1

z'—1=0— 1:26+25+Z4+z3+22+z+1:0 (12)
7 —

+i)2+<z+i)—1:0 (13)

Riscriviamo 12 come

o2

N

Applico la sostituzione w = z + 1. L'equazione 13 diventa
w4 w?—2w—-1=0 (14)
Applico la sostituzione per eliminare il termine di grado 2
R N ¢
=y—- oy ——-y——=0 15
e e e At (15)
A questo punto si esprime y = u + v con u e v che soddisfano le seguenti
equazioni: u®+v3 =L eu? v = (%)3 Quindi risolvendo I'equazione di

3 . .
secondo grado x* — Zx + (%)~ = 0 si possono ottenere v, v* e di
conseguenza similmente a quanto fatto per I'ennagono y = Ju + ¥/v
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Altri poligoni e altre equazioni ciclotomiche

1 le -1

z7—-1=0— =204 4B S A A+ +z41=0

Dividiamo per z° e otteniamo con alcuni conti diventa:

(z+ i>5+<z+ i>4—4 (z+ i>3—3 <z+ i)2+3 (z+ %)-‘rl =0 (16)

da cui sostituendo x = z + % si ottiene I'equazione di quinto grado:

X4 x* =4 -3x°+3x+1=0 (17)
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Che percorso proporre agli studenti?

-

. Attivita 1: un giro in citta alla ricerca di poligono regolari;

. Attivita 2: poligoni regolari costruibili riga e compasso: le

costruzioni degli Elementi di Euclide e attivita di
dimostrazione basata sull’osservazione della figura;

. Attivita 3: ricostruzione dei poligoni regolari fotografati e

nuove creazioni;

. Attivita 4: poligoni regolari non costruibili riga e

compasso e la trisezione dell’angolo;

. si pud riprendere il discorso quando si affrontano i numeri

complessi e proporre la costruzione del pentagono
mediante la risoluzione dell'equazione z°> = 1.
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